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Abstract: Se presenta el desarrollo de un sistema de simulación de la dinámica
de cuerpos 3D elásticos que se deforman ante las fuerzas de un manipulador
controlado remota y manualmente. El interés se centra en aplicaciones de tele-
operación robotizada con retroalimentación de fuerzas lo cual incluye la operación
de mundos virtuales con retorno de fuerzas. Para ello se utiliza la metodoloǵıa
de modelado geométrico basada en la representación de fronteras aśı como dos
métodos de modelado dinámico discreto: i) sistema masa-resorte aunado a la
discretización espacial de la masa y ii) modelo continuo discretizado mediante
diferencias finitas que calcula la fuerza por unidad de volumen en cada punto del
cuerpo 3D considerado. La presentación de estos dos métodos se hace con ayuda
de dos casos de estudio: una bandera y una esfera.

Keywords: Modelos geométricos 3D, Modelos dinámicos, Objetos 3D
deformables, Simulación realista.

1. INTRODUCCIÓN

La disponibilidad de computadoras con una ca-
pacidad de cálculo cada vez más grande, aśı como
la aparición de poderosos métodos de modelado de
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como el apoyo de la Escuela de Informática de la UAS en la
realización del programa doctoral de Claudia Marmolejo.

sólidos han potenciado el desarrollo de sistemas
de simulación gráfica cada vez más sofisticados.
Esto puede constatarse en las peĺıculas de dibu-
jos animados realizadas por computadora. Esta
situación, aunada a poderosos métodos de inte-
gración numérica, ha permitido, además, el desar-
rollo de sistemas de simulación dinámica cada vez
más cercanas al comportamiento del sistema real.

El estudio de la representación gráfica de obje-
tos tridimensionales (3D) virtuales deformables
(elásticos), incluyendo la simulación de sus propie-
dades dinámicas, data de los años 70. La habil-
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idad de modelar y manipular este tipo de ob-
jetos encuentra aplicación en una gran variedad
de ámbitos. Por ejemplo, la animación de telas,
la simulación de expresiones faciales humanas y
en la simulación de órganos para entrenadores
quirúrgicos, entre otras de no menor importancia
(Gibson and Mirtch, 1997).

En este trabajo el interés se centra en aplicaciones
de teleoperación robotizada con retroalimentación
de fuerzas lo cual incluye la operación de mundos
virtuales con retorno de fuerzas. Para ello es nece-
sario contar con una metodoloǵıa de modelado y
simulación de objetos 3D elásticos sometidos a las
fuerzas producidas por un manipulador contro-
lado remotamente de manera manual, aśı como de
una metodoloǵıa de cálculo de las fuerzas de inter-
acción objeto-manipulador y de su reproducción
en la interfaz mecánica manejada manualmente
por el operador. En el contexto de este trabajo nos
ocupamos sólo de la primera parte. Entonces, para
simular el comportamiento dinámico de un objeto
3D elástico bajo la acción de fuerzas externas
producidas durante su manipulación es necesario
poder calcular en todo momento la posición xi y
velocidad vi de todos los puntos que conforman su
modelo geométrico discreto. Para ello, la ecuación
diferencial que rige su comportamiento dinámico
debe integrarse numéricamente. Por tanto, es
necesario contar con un modelo geométrico para
representar en la pantalla de la computadora di-
cho objeto y con un modelo dinámico que permita
reproducir su conducta elástica (Ibarra-Zannatha
and Marmolejo, 2003).

Son dos los tipos de métodos existentes para mod-
elar la geometŕıa de los objetos 3D deformables:
i) los que se basan en la creación de puntos
de control, ya sea individuales o en grupos, que
permiten variar la forma del objeto, tal es el
caso de las curvas de Bezier, las curvas dobles
cuadráticas, B -Splines, B -Splines racionales y
B -Splines racionales no uniformes (NURBS), el
diseñador ajusta la forma del objeto moviendo
los puntos de control o bien modificando el peso
de cada uno de ellos, y ii) los métodos basados
en la mecánica clásica que toman en cuenta las
propiedades del material, las fuerzas externas y
las restricciones ambientales para simular la de-
formación del objeto, en esta categoŕıa se conocen
dos tipos de modelos que permiten simular objetos
deformables, a saber, los modelos masa-resorte y
los de cuerpo continuo (Gibson and Mirtch, 1997).
En los modelos tipo masa-resorte, la masa del
objeto 3D se representa concentrada en los nodos
de una malla, cada uno de los cuales está conec-
tado a su vez con sus vecinos mediante resortes
carentes de materia. Este modelo produce una
representación discreta del objeto. Por otro lado,
para resolver los modelos de cuerpo continuo, es
necesario aplicar el método de diferencias finitas,

Fig. 1. Taxonomı́a de los modelos geométricos 3D

en donde la función de fuerza se representa medi-
ante los valores que toma en puntos de muestreo
predefinidos. También es posible usar un modelo
de elemento finito en el que la función se repre-
senta mediante una colección de coeficientes con
base en funciones locales (Kass, 1997). Desde el
punto de vista computacional, es preferible uti-
lizar el método de diferencias finitas, pues permite
resolver el cálculo con mayor rapidez

El interés se centra en objetos 3D, de geometŕıa
simple, deformables bajo la acción del usuario, por
lo que la presentación de los modelos se restringirá
a este propósito. En este trabajo se construyen dos
objetos, una esfera y una bandera, usando mod-
elos poligonales estructurados cuya deformación,
en el caso de la esfera, se modela con base en
un modelo f́ısico de cuerpo continuo (Debunne
et al., 1999), mientras que el comportamiento de
la bandera es regido por un modelo masa resorte
(Bourg, 2002).

2. MODELOS GEOMÉTRICOS

Tal como se muestra en la figura (1), los mod-
elos geométricos que permiten construir objetos
virtuales 3D pueden clasificarse en poligonales y
no poligonales. Los primeros son los más usados
en el área de la graficación por computadora (Lin
and Gottshalk, 1998). A continuación se presen-
tan brevemente las caracteŕısticas de cada uno de
ellos.

2.0.1. Modelos no poligonales Los modelos no
poligonales más comúnmente usados en Geometŕıa
Computacional para la construcción de obje-
tos virtuales son la Geometŕıa Constructiva de
Sólidos, las Superficies Impĺıcitas y las Superfi-
cies Paramétricas. En la Geometŕıa Construc-
tiva de Sólidos (CSG) los objetos se forman a
partir de primitivas tales como bloques, esferas,
cilindros, conos o toros que se combinan entre śı
mediante operaciones booleanas como la unión, la
intersección y la diferencia, entre otros.

Una Superficie Impĺıcita (SI) definida como
f : R3 → R, esta formada por los puntos
para los cuales f(x, y, z) = 0. Tales funciones
definen sin ambigüedad cual es la parte interior
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del modelo, f(x, y, z) < 0, y cual es la exterior,
f(x, y, z) > 0. En consecuencia, las SI son var-
iedades cerradas. Una SI consta de los puntos
3D que satisfacen un cierto requerimiento; el cual
se representa, matemáticamente, mediante una
función cuyo argumento es un punto 3D. Aśı, la
definición impĺıcita de la esfera unitaria con centro
en el origen es: x2 + y2 + z2 − 1 = 0, mientras
que la expresión expĺıcita expresa la coordenada z
en términos de las otras dos (Bloomenthal, 2002):
z = f(x, y). Si la función es un polinomio, en-
tonces es algebraica, e incluye las superficies al-
gebraicas, las funciones de orden superior y las
superficies de convolución. Un caso especial de
superficies algebraicas son los quadrics, los cuales
consisten de polinomios de segundo grado en x, y
y z.

Las Superficies Paramétricas (SP) definidas
como f : R2 → R3, no suelen ser variedades
cerradas, a diferencia de las SI; por lo tanto
no representan modelos de sólidos, más bien de-
scriben una superficie de frontera. Las superficies
paramétricas son más fáciles de poligonizar que
las impĺıcitas. Un caso especial de SP son las B -
Splines Racionales no Uniformes (NURBS).

2.0.2. modelos poligonales Un modelo polig-
onal de un objeto 3D consta únicamente de
poĺıgonos. El poĺıgono es la primitiva estándar de
la graficación por computadora. Un modelo polig-
onal permite aproximar superficies 3D mediante
una malla de caras poligonales. Muchos objetos
constan de caras poligonales planas, incluso las
superficies curvas se pueden aproximar usando
pequeñas caras poligonales planas. Los modelos
poligonales se utilizan ampliamente para producir
imágenes de objetos 3D realistas con superficies
ocultas en el que las caras se colorean de acuerdo
a información relativa a una situación de luces.

Una de las representaciones poligonales estruc-
turadas más utilizadas es la Representación de
Frontera (Boundary Representations) o B-REP, la
cual contiene información relativa a la superficie
del objeto 3D. La B-REP consiste en una lista de
caras poligonales, mientras que cada cara poligo-
nal tiene asociada una lista de vértices. Este mod-
elo cuenta con información puramente geométrica
(coordenadas de los vértices) y con información
topológica que detalla cómo se relacionan las en-
tidades geométricas entre śı, por ejemplo, qué par
de vértices forman una arista (Aitchison, 1999).
B-REP es el método utilizado en este trabajo.
El modelo poligonal más general es la Sopa de
Poĺıgonos. Consta de una colección de poĺıgonos
que no están geométricamente conectados, es un
conjunto general de poĺıgonos no estructurados
usados en la definición de una escena (Bowman,
2002). Si se cuenta con un arreglo estructurado

de poĺıgonos que forman una variedad cerrada,
entonces el modelo tiene un interior y un exterior
claramente definido y se trata propiamente de un
sólido. Cuando esta variedad cerrada es convexa,
su estructura puede explotarse para aplicar algo-
ritmos de detección de colisiones (Marmolejo et
al., 2003).

3. MODELOS DINÁMICOS

Para simular un sistema dinámico real es necesario
tener una descripción matemática de su compor-
tamiento dinámico lo más precisa posible. Dado
que es imposible tener una reproducción exacta
del sistema f́ısico, la calidad de la simulación de-
pende del grado de aproximación del modelo y
de su validación. Con ecuaciones diferenciales de
un orden mayor se obtienen mejores aproxima-
ciones, pero los modelos se hacen más comple-
jos, lo que acarrea un mayor costo de análisis y
procesamiento. Entonces, una buena simulación
busca un compromiso entre la sencillez del modelo
usado y su grado de aproximación a la realidad.
Hay muchas aplicaciones en las que conviene una
simulación basada en modelos muy sencillos, aún
a costa de una aproximación menos apegada a la
realidad (Layer, 2002).

Bajo la acción de fuerzas externas los cuerpos
sólidos elásticos sufren una cierta deformación,
es decir, cambian su forma y su volumen. En
el cuerpo sin deformar, todas sus partes están
en equilibrio mecánico, ello significa que la re-
sultante de las fuerzas que actúan sobre cada
elemento de masa del cuerpo es cero. Cuando
aparece una fuerza externa y ocurre una defor-
mación, el cuerpo deja de estar en su posición
de equilibrio original, cambiando el arreglo de
sus moléculas, surgiendo entonces fuerzas, denom-
inadas tensiones internas, que tienden a regresar
al cuerpo a su posición de equilibrio (Landau
and Lifshitz, 1986). La simulación de un cuerpo
deformable puede lograrse calculando la fuerza
externa que se ejerce sobre él y que lo deforma,
aśı como la fuerza que la porción deformada ejerce
sobre los elementos de materia que lo rodean; uti-
lizando para ello un modelo de medio continuo, o
bien aproximando el cuerpo deformable mediante
un conjunto de masas enlazadas por resortes.

4. CASO I: LA ESFERA

Para simular una esfera elástica hemos utilizado
un modelo geométrico basado en una malla de
poĺıgonos triangulares, junto con un método re-
cursivo de refinación del modelo para el cual Jon
Leech (Leech, 1989), pone a disposición de la co-
munidad un programa escrito en C. Dicho método
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Fig. 2. Subdivisión recursiva de trángulos

permite aproximar una esfera mediante la subdi-
visión recursiva de una malla triangular que dis-
minuye progresivamente el error de aproximación.
Este método se inicializa con un sólido platónico.
En cada iteración los triángulos se subdividen en
cuatro triángulos, de modo que cada nivel de refi-
namiento aumenta el número de triángulos en un
factor de 4. Por ejemplo, partiendo de un icosae-
dro con centro en el origen, en la quinta iteración
el modelo es una malla con 5120 triángulos. El
modelo producido por el programa de Jon Leech,
es el conjunto de puntos que generan la esfera
aproximada, en este caso 15360 puntos. En cada
nivel de aproximación se subdivide cada uno de los
triángulos del nivel anterior creando tres nuevos
puntos, cada uno en el medio de los lados del
triángulo antiguo. Finalmente, puesto que la es-
fera es de radio unitario, se normaliza cada nuevo
punto para trasladarlo a la superficie de la misma,
tal como se ilustra en la figura (2). En este ejemplo
se partió de un icosaedro que se subdividió recursi-
vamente con 5 iteraciones, obteniéndose el archivo
triangulos.txt que consta de una lista de 15360
puntos (redundantes, pues cada uno pertenece
a 6 triángulos). A partir de esta base de datos
inicial se obtuvo el archivo puntos.txt con la lista
de los 2560 puntos sin redundancia, numerados
del cero al 2559. Comparando ambas listas es
posible crear un tercer archivo de datos, cuyo
nombre es caras.txt, con los puntos agrupados
por caras: los puntos [0,1,2] forman una cara, los
puntos [1,3,4] otra, etc. Este archivo contiene 5120
grupos de tres puntos, lo cual coincide con los
5120 triángulos con que se modela el objeto dado
(esfera).

Finalmente, a partir de la información contenida
en el archivo caras.txt, se crea el listado de vértices
vecinos en el archivo vecinos.txt, en el entendido
de que el vértice 1 del triángulo [0,1,2] tiene por
vecinos a los vértices 0 y 2, o bien a los vértices
3 y 4 en el triángulo [1,3,4]; en total el vértice
1 tiene los siguientes seis vértices vecinos: 0, 2,
3, 4, 929 y 2246. La información contenida en
los archivos puntos.txt y caras.txt se utiliza para
dibujar la versión virtual del objeto modelado,
mientras que vecinos.txt se usa para determinar
sobre cuales vértices influye el cambio de posición
de cualquiera de ellos.

Resueltos los aspectos geométricos del modelo ya
se pueden asignar propiedades dinámicas (elas-
ticidad) al objeto usando el modelo de cuerpo

continuo descrito por Debunne el al. en donde la
fuerza resultante por unidad de volumen se calcula
mediante la ecuación de Navier:

ρa = µ∆d + (λ + µ)∇(∇ • d) (1)

donde λ y µ son coeficientes de Lamé, ρ es la
densidad, a es la aceleración, d es la deformación
y ∆d es el laplaciano de la deformación. La
ecuación (1) consta de dos términos: el laplaciano
de la deformación y el término que restringe la
deformación de volumen. Para poder implementar
una simulación digital, se aplica el método de
diferencias finitas a los dos términos de la ecuación
(1), quedando cada uno de ellos como sigue:

∆di =
2∑

j |xi − xj |
∑

j

di − dj

|xi − xj |
(2)

∇(∇ • d)i =
2∑

j |xi − xj |
∑

j

[(di − dj) • u]u
|xi − xj |

(3)

en donde di es la deformación del i-ésimo elemento
y dj la deformación sufrida por su j-ésimo vecino,
|xi − xj | es la distancia que los separa, mientras
que u = (xi−xj)

|xi−xj | . En la figura (3) se muestran
cuatro instantes de la simulación de esta esfera
cuando uno de sus vértices se inicializa en una
posición ligeramente fuera de la superficie de la
esfera. Ah́ı se aprecia la propagación y atenuación
de la deformación producida por las condiciones
iniciales.

5. CASO 2: BANDERA

Considérese ahora una bandera de tela, atada a
un asta, sujeta a la fuerza de la gravedad y a
la del arrastre del viento. Este ejemplo se tomó
de David M. Bourg (Bourg, 2002). El modelo
de la bandera consta de una malla de part́ıculas
con masas dispuestas en una matriz plana de 8
renglones y 10 columnas. Cada una de ellas se
enlaza con sus ocho vecinas, mediante un conjunto
de resortes representados por ĺıneas, tal como se
muestra en la figura 4. Cabe aclarar que no hay
part́ıculas en la intersección de las diagonales. A
cada part́ıcula se le asocia, además de la masa,
una posición, una velocidad, una aceleración y
una fuerza. La primera y la última part́ıcula de
la primera columna se consideran fijas al asta.
Excepto por la masa y la posición, el resto de las
variables se inicializan en cero. Ahora bien, para
cada resorte se calcula la fuerza que ejerce sobre
el par de masas atadas a sus extremos como sigue:

Fi1 = −[k(|x| − l) +
β(vr • x)

|x|
]
x
|x|

(4)

Fi2 = −Fi1 (5)
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Fig. 3. Simulación de la esfera

en donde: Fi1 y Fi2 son las fuerzas sentidas
por las part́ıculas asociadas a los extremos del i-
ésimo resorte, cuyas posiciones están dadas por
los vectores x1, x2, siendo x = x1 − x2 y |x| la
distancia euclidiana entre ambos puntos; l es la
magnitud de la distancia que separa a cualesquiera
dos part́ıculas vecinas en su posición de equilibrio,
k es la constante del resorte, β es el coeficiente de
fricción viscosa y vr es la velocidad relativa entre
cualesquiera dos part́ıculas vecinas (v1 − v2).

Una part́ıcula de la tela estará sujeta a la acción
de 8 resortes, excepto en las orillas donde están
sujetas por 5 resortes, o tan solo 3 en las esquinas.
La fuerza Fp sentida por cada part́ıcula de masa m
es el resultado de la suma de las fuerzas ejercidas
por los resortes, Fr, que las sostienen más la fuerza
de gravedad, Fg, y la fuerza del viento, Fw:

Fp =
∑

Fr + Fg + Fw (6)

Fg = mg (7)

Fw = − v
|v|

v2Ca (8)

en donde g es la aceleración debida a la gravedad,
v el vector velocidad asociado a la part́ıcula y Ca

es el coeficiente de arrastre. Una vez calculada
la fuerza resultante sentida por cada part́ıcula,
ecuación 6, se procede al cálculo de la posición
y velocidad de cada part́ıcula mediante el método
de integración de Euler:

v′ =
F
m

(9)

v = v0 + v′∆t (10)

x = x0 + v∆t (11)

El sistema de simulación cuenta con un mecan-
ismo sencillo para la detección de colisiones entre
la tela y el asta, mismo que se describe a con-
tinuación. Puesto que el asta coincide con el eje
Y , las componentes del vector normal al eje Y
corresponden con las componentes X y Z de la
posición de la part́ıcula, con su componente Y
igual a cero. Se calcula la distancia euclidiana
entre cada elemento de masa en el plano XZ y
el eje Y y luego se normaliza el vector normal. Se
dice que hay una colisión cuando la distancia de
la part́ıcula al asta es menor que un cierto umbral
0 < ε < 1, denominado tolerancia, en cuyo caso
se ejecuta la respuesta a dicha colisión.

La respuesta a la colisión consiste en calcular las
componentes normal, vn, y tangente, vt, de la
velocidad de la part́ıcula, vp, en cuestión, de la
siguiente manera:

vn = n(n • vp) (12)

vt = vp − vn (13)

donde n es el vector normal al plano en el que
ocurre la colisión. La velocidad de la part́ıcula se
modifica de acuerdo con la siguiente expresión:

vp = kvn + βvt (14)

En la figura 4 se muestran dos secuencias con
cinco instantes en la simulación de esta bandera,
la primera sin viento y la segunda con viento.
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Fig. 4. Secuencias de simulación de la bandera:
a)sin viento y b) con viento.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta el uso de la metodoloǵıa
de modelado geométrico de sólidos denominada B-
REP para la generación de los mundos virtuales
con objetos deformables utilizados en aplicaciones
de teleoperación robotizada con retroalimentación
de fuerzas a través de interfaces hápticas. Su
facilidad de uso en los algoritmos de detección
de colisiones y en la asignación de propiedades
dinámicas la hacen muy adecuada.

A fin de hacer más clara la utilización de los difer-
entes modelos dinámicos y de la estructura misma
del simulador, se usaron dos casos espećıficos para
presentar los métodos de modelado dinámico de
sólidos deformables que mejor se adaptan a esta
aplicación: i) Modelo de cuerpo continuo descrito
por Debunne el al. (1999), en donde la fuerza
resultante por unidad de volumen se calcula me-
diante la ecuación de Navier discretizada medi-
ante el método de diferencias finitas; y ii) Modelo
masa-resorte asociado a un modelo geométrico
formado por una malla de part́ıculas discretas
unidas por medio de resortes.

Al comparar ambos métodos se encontró que el
primero permite una buena simulación de objetos
que sufren deformaciones elásticas pero que no
se desplazan, mientras que el segundo se aplica
bien en ambos casos: objetos fijos y en desplaza-
miento. Si se desea manipular objetos deformables
virtuales y sentirlos mediante una interfaz háptica
ambos métodos ofrecen buenos resultados, pero si
estos objetos ruedan, rebotan o se trasladan es
mejor utilizar el modelo masa-resorte.

Finalmente, dada la complejidad de los sistemas
de simulación realista, consideramos adecuado
utilizar tan sólo el mı́nimo necesario de compo-
nentes y simplificadas a su mı́nima expresión de
acuerdo con la aplicación de interés en vez de
realizar un sistema general que pueda simular
cualquier tipo de situación; pues el parámetro de

mayor importancia en las aplicaciones en tiempo
real es el tiempo de cómputo.

Para tener un sistema teleoperación, manual o
robotizada, de objetos elásticos virtuales, en tra-
bajos subsecuentes se integrará este sistema sim-
ulación realista con un sistema de cálculo de col-
isiones (Marmolejo et al., 2003) y un sistema de
cálculo y generación de las fuerzas de interacción
presentes en las tareas de manipulación (Ibarra-
Zannatha and Marmolejo-Rivas, 2002).
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